2.1

Capitulo

de Una Variable

Introduccion

En este capitulo analizamos uno de los problemas mds bésicos de la aproximacién
numérica, el célculo de raices. Esto supone la determinacién de una raiz, o solucién, de
una ecuacion de la forma f(x) = 0. Las raices de esta ecuacion también se llaman ceros
de la funcién f. Aunque éste es uno de los problemas de aproximacién mds antiguos, se
trata de un drea en la que continda investigdndose abundantemente.

El problema de hallar una aproximacion a la raiz de una ecuacién puede remontarse por
lo menos hasta una época tan lejana como el afio 1700 a. C. Una tablilla cuneiforme de la
Yale Babylonian Collection, que data de ese periodo, da un nimero sexagesimal (en base
60) que es equivalente a 1.414222 como aproximacion de +/2, un resultado que tiene una
precision de 107>, Esta aproximacién puede calcularse aplicando la técnica que daremos
en la Seccion 2.4.

2.2 El Método de Biseccion

La primera, y mds elemental, técnica que consideramos es el método de Biseccion,

o de Biisqueda Binaria. El método de Biseccion se emplea para determinar, con toda

la precision que el ordenador permita, una soluciéon de f(x) = 0 en un intervalo [a, b],

supuesto que f es continua en dicho intervalo y que f(a) y f(b) tienen signos distintos.

Aunque el método funciona en el caso en que hay mds de una raiz en el intervalo [a, b],
supondremos para facilitar nuestra argumentacién que la raiz en dicho intervalo es tnica.
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Para empezar el método de Biseccién, pongamos a; = a y by = b, como se muestra
en la Figura 2.1, y sea p; el punto medio del intervalo [a, b]:

bl—al
p1=ai+ >

Si f(p1) = 0, entonces la raiz p viene dada por p = py; si f(p;) # 0, entonces f(p;)
tiene el mismo signo que f(a;) o que f(by).

Si f(p1) y f(a)) tienen el mismo signo, entonces p estd en el intervalo (py, b;) y
tomamos

ay = pi y b2=b1.

Si, por el contrario, f(p;) y f(a;) tienen distinto signo, entonces p estd en el intervalo
(ay, p1) y tomamos

a, = ay y b, = pi.

Aplicamos el mismo proceso en el intervalo [a;, b,] y continuamos formando [as, bs3],
[aa, ba], . .. Cada nuevo intervalo sigue conteniendo la raiz p y su longitud es la mitad de
la longitud del intervalo precedente.
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Método de Biseccion

A partir de un intervalo [a,, b,] que contiene la raiz de f(x) = 0, se construye un
intervalo [a,1, b,+1] que también la contiene tomando en primer lugar

" b, — a,
n = dn — = 9
P 2
y luego

anp+1 = ay y bn+1 = Pn si f(an)f(pn) < 0,

o bien

any1 = pn Y byy1 = b, enotro caso.

Hay tres criterios de parada que se suelen incorporar al método de Biseccion. El pri-
mero es detener el método si uno de los puntos medios coincide con la raiz. El segundo
es detener el método cuando la longitud del intervalo es menor que una tolerancia pres-
crita que llamaremos TOL. Finalmente, el método también se detendrd si el nimero de
iteraciones excede una cota maxima Ny dada de antemano.

Para que podamos aplicar el método de Biseccion, necesitamos encontrar un intervalo
[a,blenel que f(a)- f(b) < 0.En cada paso, la longitud del intervalo en el que sabemos
que hay un cero de f se reduce a la mitad. Puesto que el punto medio p; debe distar de
la raiz p menos de (b — a)/2 y en cada iteracion subsiguiente se divide el intervalo en
cuestion por la mitad, tenemos

—a
mn
En consecuencia, es ficil determinar una cota del nimero de iteraciones necesario para

garantizar una tolerancia dada. Si se requiere que la raiz sea calculada con una precisién
TOL, debemos determinar el nimero de iteraciones n de manera que

b
|Pn—P| <

P4 1oL,
mn
Despejando n en esta desigualdad obtenemos
b—a < 2" y,portanto, log, (b — a) < n.
T0L TO0L

Puesto que el nimero de iteraciones que se requieren para garantizar un precisién dada
depende de la longitud del intervalo inicial [a, b], es deseable elegir este intervalo lo mas
pequefio posible. Por ejemplo, para f(x) = 2x> — x> + x — 1 tenemos tanto

=4 - f@ <0  como  f(0)-f(1) <O,

asi que el método de Biseccion podria usarse tanto en [—4, 4] como en [0, 1]. Sin embargo,
empezar el método en [0, 1] en vez de en [—4, 4] disminuye en 3 el nimero de iteraciones
requerido para alcanzar el grado de precisidn preestablecido.



